4.4.2 Sinova véta ll

Piedpoklady: 040401

Pedagogicka poznamka: Geometrické interpretace vypocta nejsou zadany jako piiklady, ale
presto se ve tfid€ snazim, aby k nim Zaci doSli pokud mozno samostatné.

Kde se stala chyba?
Némi nalezené feseni je spravné, ale nenasli jsme druhé = chyba ve chvili, kdy jsme
z hodnoty sin £ ur¢ovali thel 5.

[ je thel z intervalu (0; IT) . Jak je vidét z jednotkové kruZnice, thly, pro které plati

sin £=0,96687 , jsou v intervalu (O; 7T) dva = musime pocitat s obéma.

Pr. 1: Urci zbyvajici strany a dhly v trojihelniku ABC, je-li ddno: a =6,1; b=7,2;
a =55°. Postupuyj tak, abys nasel vSechna feSeni piikladu.

' Tentokrat to zkusime spravné.
Nejdiive ur¢ime thel £ (potfebujeme thel proti strané b).

4=t np=2Gina=L2in55° 20,6687

- sina sinf8 a 6,1

- Uhly s touto hodnotou sinu mohou existovat dva = musime zkoumat oba.
B, =75°13" B, =180°- 5 =180-75°13"'=104°47"
Dopocitame thel );: Dopocitame thel ), :
a+[+y=180°= y=180°-(a + ) a+[+y=180°= y=180°-(a + )
y; =180°—(55°+75°13") = 49°47" V, =180°—(55°+104°47") = 20°13"
Ted miiZeme vypocitat c,: Ted’ miiZeme vypocitat c,:

.a _ .c :C:s‘my@ ‘a _ 'c - :s.myml

sin@  siny sina sin@  siny sina



_siny, o= sin49°47'

_siny, o= sin 20°13'

[6,1=5,686 ¢, = [6,1=2,57

sina sin 55° sina sin 55°

' Piiklad m4 dvé FeSeni:
1) a=6,1,b=17,2, ¢ =5686, a =55°, B =75°13", y, =49°47".
2)a=6,1,b=7,2,c,=2,573, a=55°, f=104°47", y=20°13".

Pro¢ prvni dva piiklady v minulé hodiné:
o Urc¢i zbyvajici strany a thly v trojuhelniku ABC, je-li dano: a =10, S =100°,
y=50°.
* Urdi zbyvajici strany a dhly v trojihelniku ABC, je-li ddno: b =51,23, a =61°28",
y=8°13".
m¢li jediné fesent,
zatimco piiklad:
* Urci zbyvajici strany a dhly v trojihelniku ABC, je-li dano: a =6,1, b=7,2, a =55°.
m4 feSeni dveé?
Zkusime si ud¢€lat nacrtky jako pfi feSeni konstrukénich tloh:

jedno feSeni dvé reSeni

C

Trojihelnik je zadan vétou ssu, kterd je
jednoznacnd pouze v ptipadé, Ze strana proti
b zadanému thlu (v naSem ptipad¢€ strana a) je
vetsi (coZ v naSem piipad¢ neni).
A= B
Trojuahelniky jsou dany vétou usu, ktera je
jednoznac¢nou vétou o shodnosti.

Z obrazku je ziejmé:
* pokud zadani piikladu odpovida jednoznacné zadané konstrukci, piiklad ma jediné
reseni,
* pokud zadani piikladu odpovida nejednoznacné zadané konstrukci, ptiklad mé vice
fesSeni.

Pi. 2:  Urci zbyvajici strany a dhly v trojihelniku ABC, je-li dano: ¢ =25; b=21; f=81°.
Najdi vSechna feSeni piikladu.

- Nejdfive ur¢ime thel ) (potfebujeme thel pro strané c).



1 b -
sinf siny
' sinus = takovy trojuihelnik neexistuje.

=siny= % [Hin B = % sin81°=1,1758 toto ¢islo nemlze byt hodnotou funkce

Zkusime stejné jako v predchozim piipad¢€ vyuzit konstrukci trojihelnikti k pochopeni toho,
co se stalo.
Pfiblizny nacrtek trojuihelniku v zadani:

C
b
A - B
Nacrtek konstrukce:
AN '
/ N o \\
// h \ \
\ \
// N \
/ N \
b, o
/ \ !
/ \ !
/ ‘\ \
// 1 B \
A —B
C I

Délka strany b je ziejm¢ prili§ mald, aby se kruZznice protnula s polopiimkou, na které lezi
vrchol C = trojuhelnik nejde ani sestrojit ani spocitat.

Pedagogicka poznamka: Zici (logicky) oGekévaji, Ze piiklad 2 bude klasické dopoéteni
trojihelniku s dvéma feSenimi. Vsunuti piikladu 2, ktery necekané nema fesent,
jednak stavi z4ky do situace, na kterou nejsou pfipraveni, a hlavné u nékterych
vede k tomu, Ze pted nésledujicim piikladem opét zapomenou, na co si méli davat
pozor.

Pr.3: Urci zbyvajici strany a dhly v trojihelniku ABC, je-li ddno: a =7,307; b =8,981;
a =31°53". Najdi vSechna feSeni piikladu.

' Nejdiive ur¢ime dhel S (potfebujeme tdhel proti strané b).
L= - :>sin,8=25ina'=8’981
. sing  sinf a ,
Uhly s touto hodnotou sinu mohou existuji dva = musime vyuZit oba.

B, =180°— B =180—-40°29'=139°31"

Dopocitame thel ), :

a —

sin31°53'=0,649198

[, = arcsin [ 8’9(8); sin 31°53'j =40°29'

9

Dopocitame thel J;: a+ﬂ+y=180°:>y=180°—(a+ﬂ)
a+pB+y=180°= y=180°~(a+p) ¥, =180°=(31°53'+139°31') =8°36'
y; =180°—(31°53'+40°29') =107°38' Ted miiZzeme vypoditat c,:



9 2 W /. . .
Ted miiZeme vypocitat c,: a c sin

i sina:sin :C:sinam
silclla - siliy:> - sslllrllir/ = sin )/, ' sin8°36'
. ) C, =— ld =— — 7,307 =2,069
=Sl_ny1@=SIPIO7O38'D,3O7=13,18 sina sin31°53
sina sin31°53'

| Pifklad m4 dvé feent:
'+ a=7.307,b=8,981, ¢, =13,18, @ =31°53", 3, =40°29", ; =107°38',
¢ a=7,307,b=8,981, ¢, =2,069, a =31°53', 3, =139°31', ), =8°36".

Pr.4: V trojihelniku jsou dany dv¢ strany (o velikostech 8,7 a 5,3) a thel proti vétsi z nich
(85°35"). Ur¢i vSechny strany a thly v trojihelniku.

. Pfi vypoctu budeme pouZivat vzorce = muzeme si ulehCit praci pojmenovanim stran.
' Strany si miiZeme pojmenovat libovolng, napiiklad a =8,7, b =5,3 . Zadany tihel m4 leZet
proti delsi ze zadanych stran = lezi proti stran¢ a = a =85°35".
' Nejdfive uréime tihel S (potfebujeme thel pro strané b).
a

L= —— =sin S8 _b Hina =£sin 85°35'=0,607386
- sing sin 8 a 8,7

Uhly s touto hodnotou sinu existuji dva = musime vyuZit oba.
B, =180°— B =180—-37°24"'=142°36'

= arcsin Esin 85°35' | =37°24"
1 v 2 -
8,7 Dopocitame thel ), :

9

Dopocitame thel J;: a+,8+y=180°:>y=180°—(a’+,3)
a+pf+y=180°= y=180°~(a+p) ¥, =180° —(85°35'+142°36") = —48°11'
y; =180°—(85°35'+37°24") =57°1" Zéaporny tdhel neni mozny = piiklad ma
Ted miiZeme vypocitat c,: jediné felen.
.a _ .c N :s‘mym
sinag  siny sina
_ 51.ny1 0= §1n57 1 18.7=17.320
sina sin 85°35'

- Piklad m4 jedno feseni: a =8,7, b=5,3, ¢ =7,320, a =85°35', f=37°24", y=57°1".

Pr.5: V pfedchozim piikladu bylo jasné, Ze druhd hodnota thlu £, nevyhovuje zadani
jesté diive neZ jsme urcili hodnotu dhlu ), (dokonce jesté diive neZ jsme hodnotu
thlu S, spocitali). Najdi diivod pro¢. Které pravidlo pro trojihelnik ndm v n¢kterych
piipadech usetii pocitani druhé velikosti thlu?

+ Zadané strany jsme si oznacili: @ =8,7, b =5,3, thel proti vétsi z nich pak a =85°35".

V trojuhelniku vzdy plati, Ze vetsi dhel lezi proti vétsi strané = hodnoty thlu S tak musi byt
' mensf ne a =85°35". Pokud plati 5 =37°24" je jasné, Ze tihel B, =180° -3 by byl vétsi

' bude v&tsi nez 90° a tedy i vétSi nez @ coZ neni mozné.



. PV . . s . a b

Sinovd véta si koleduje o diikaz, nejdiive zkusime vztah —— = ——.
sin@  sin 8

Méme ostrouhly trojihelnik ABC. Sestrojime vySku v, jeji patu ozna¢ime C,. Vzniknou dva

dalsi trojuhelniky - ACC, (modry) a BCC, (zeleny) oba pravouihlé = s nimi umime pocitat.

A c G B

V obou trojuhelnicich vyjddiime velikost vysky v,..

e trojuhelnik ACC, (modry): sina = AN ve =sina'(b,

 trojihelnik BCC, (zeleny): sin 8= AN v. =sin B4 .
a

Oba vyrazy pro v, se museji rovnat: v, =sina [b=sin SLd .

sina [b =sin S L& /:(sinaEin,B)
b _ a

- - (to jsme méli dokdzat)
sinff sina

Plati toto odvozeni vzdy?

Plati pouze pro uhly a <90° (aby situace odpovidala obrazku).

Pf.6: Proved dikaz platnosti vzorce _b = ,a , kdyZ plati a =90°.
sinff sina

Nakreslime obrazek:

C

- Modry trojihelnik zmizel, ale plati: v, =b.



Trojihelnik BCC, (zeleny): sin 5 = Ye ve =sin Bld .

' a

- Diikaz se zdati, kdyZ bude platit: v. =b =sina [b. Vime, Ze plati:
ve =b=1[b=sina b, protoze sing =sin 2 =1.

- Oba vyrazy pro v, se musi rovnat: v, =sina [b=sin Sd.
- sina [b=sin BL& /:(sinaEinﬁ)

! ,b = _a (to jsme méli dokdzat)
- sinf sina
Pr.7: Proved dikaz platnosti vzorce _b = .L , kdyz plati 180°>a >90°.
sinf8 sina
- Nakreslime obrizek:
- C
i""//

- Co A C B
- Modry trojiihelnik ¢dste¢né prekryva trojihelnik Srafovany (ptivodné zeleny).

e trojuhelnik ACC, (modry): sin(lT—a') =V7C:>vc =sin(ﬂ—a)ﬂb,

i ., " N v .
. » trojihelnik BCC, (Srafovany): sin S=—<=v,. =sin B&.
! a
Pottebujeme sina , ne sin (7T— a) .
' sin (77—0’) =sin 77cos @ —cos 71sin Q' = OErosa'—(—l)sina' =sina = tedy: v, =sina'[b.
' Oba vyrazy pro v. se musi rovnat: v, =sina [b=sin SLd.
- sina b =sin B /:(sinaEinﬁ)
b a

sinf8 sina

(to jsme méli dokézat)

v . .. 3 a
Zadna dalsi moznost velikosti thlu @ neni = vztah =

jsme dokézali pro
sing  sinf

vSechny obecné trojuhelniky.

. . . . b .
Posti‘eh: Timto jsme fakticky dokézali i platnost vztahti = 2% = ° pyi

sinff siny sin@ siny
kresleni obrazku nezaleZelo na tom, jakym pismenem si strany, se kterymi jsme pracovali,




jednu

ozna¢ime = sta¢i zmenit oznaceni vrcholl a dokdZeme misto rovnosti —
sina  sin

ze zbyvajicich dvou rovnosti.

Pr.8: Nakresli obrdzek pro prvni ¢ast dikazu tak, aby z ni vyplynula rovnost
b c

sinf siny’

' Prohodime oznaceni vrcholt tak, aby vrchol A byl nahofte.

B a A, C

Poznamka: Pii formulaci véty o trojihelniku se miiZzeme zcela obejit bez pojmenovavan{

stran, thl nebo vrcholt. Napiiklad sinova véta mtiZze byt vyslovena takto:
Pro kazdy trojahelnik plati, Ze pomér strany a sinu protéjsiho ahlu je vzdy stejny.

Pr.9: Petiakova:
strana 49/cviceni 75 b) c)
strana 49/cviceni 79

Shrnuti: Pii feSeni trojihelniku pomoci sinové véty, musime dit pozor na moznou existenci
dvou feSeni.



